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144. Contribution A I’btude de la mbsombrie. 
Calcul de la rbpartition blectronique de l’bthane, 

de l’bthylhe et de l’acbtylhne 
par 0. Klement c t  0. Mader 

E n  hommage k M. le Professeur P. KARRER 2 l’occasion de son 70e antiiversairc 

(27 IV 59) 

I1 y a quelquc temps, l’un de nous a indiquC une mCthodc dapproximation pour 
I c  calcul de la +partition Clectroniquc, basCe sur la technique dc la mbomkrie. 
L’essenticl de la nikthodc consiste i calculer le carrC de la fonction d’approximation 
zCro de la molCcule dans le cadre dc la mCthode dCveloppCc pour le calcul de 1’Cnergie 
par HEITLER, K L X ~ ~ E R  & WEYL’) et d’attribuer ensuite une partie des klectrons aux 
noyaux et  l’autrc aux liaisons, cc qui permet de dCfinir deux sortes d’indices: les 
indices d’atomes ct Ics indices de liaisons, les premiers caractbrisant l’atome, les se- 
conds Ctant responsahles de la liaison entre les atomes. 

Lc grand avantage de cette m6thode est que la rCpartition Clectronique obtenue 
pour une molCcule est la mCme quelle que soit la sCrie de dispositions de valences 
utilisdc pour les calculs, ce qui n’ktait pas Ic cas dans les tentatives antCricures2). Un 
autre avantage est celui conccrnant la symCtrie dc la molCcule: la mCthode en question 
donne au point de vue de la sym6trie toujours des rCsultats conformes i la rkalite, 
meme si les dispositions de valences dc la sCrie indCpendante ne sont pas symCtriques. 

Cette mCthode a 6th dCveloppCe tout d’abord pour des systhmes simples, c’est-&-dire 
pourdessyst&mes formksd’atomesAunClectron3). Danscette formeelleaCtkutilis6epour 
obtcnir une premiere approximation de la repartition klectronique d’un certain nomhre 
d’hydrocarburcs aromatiques. Dans lc cas particulier du naphtalhe 3, le rCsultat semble 
meme Stre en accord - au moins qualitativement - avec les mesures exphimentales. 

Dans la suite la mCthode a C t C  Clargie et gCnCraliske4) par l’indication des ex- 
pressions nCcessaires pour le calcul de la rCpartition Clectronique de la molCcule 
entih-e. Notons tout de suite quc lcs avantages mentionnCs plus haut se retrouvent 
ici. Par contre il n’a  pas CtC possible jusqu’a ce jour, A cause de la complication des 
calculs, de confirmer lcs valeurs du naphtalhc par une etude de la molkculc entikre 
en tenant compte de ses 48 Clectrons de valence. 

MalgrC cettc difficult6 il nous semble intbrcssant, vu les avantages indhiables 
dc la mCthode, et ne scrait-ce que pour illustrcr par des cxcmples numCriqucs le 
prockclk, dc calculer les rkpartitions klectroriiclues dans lcs cas les plus simples : 
Cthanc, Cthylhne ct a d t y l h e ,  en tenant compte dans chaque cas de tous les Clectrons 
de valence. Mais la question qui nous intkresse surtout est de savoir si les portraits 

I )  W. HEITLKR. Hdb. der Radiologic. Ed. VT/2, 2. Aufl. 1034 (ddsignd dam la suite par 

?) Voir par cx. 1%. Lk .A. k’ULLMAN, Les t h h r i u s  Clectroniques de la chimic: organique, Massoii & 

8 )  0. KIXYHNT, Hclv. 34, 1368, 2230 (1951) (dtsignd par (I)) .  
4, 0. K L E M K x r ,  Helv. 36, 691 (1953) (&sign6 par (11)). 

( H R\V)) .  

(.ie: 1052. 
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Clectroniques obtenus par cctte mCthode permettent ou non de distinguer les liaisons 
simple, double et triple cntre deux carbones. I1 va sans dire que la densit6 Clectro- 
nique entre les deux carboncs, exprimde par l’indice de liaison correspondant, doit 
&tre la plus faible pour la simple liaison de 1’Cthane et la plus forte pour la triple 
liaison de l’acCtyli.ne, tandis que cellc de 1’Cthylhne doit avoir une valeur inter- 
mkdiaire. Or nous allons voir que cela correspond exactement aux rCsultats que nous 
avons obtenus par les calculs. Cela permet de considkrcr ces portraits - croyons 
nous - comme de bonnes premieres approximations de la rbpartition Clectronique des 
molCcules entihres en question, surtout si l’on considere qu’ils ont 6th obtenus sans 
aucune hypothese Ctrangbrc B la mCthode. 

Nous allons illustrcr les calculs de l’bnergie ct de la repartition Clectronique par 
l’exemple de 1’Cthane. 

Le calcul de 1’Cnergie de l’Cthane, de l’Cthyl&ne et de l’acCtyl6ne avcc tous leurs 
Clectrons de valence a CtC fait dernierement par HEITLER6) sur la base d’une Cqua- 
tion - appelCe parfois Cquation de liaison - Cquivalente, mais non identique, i 1’Cqua- 
tion sCculaire utilisCe habituellement. Par rapport 2 cettc derniere, 1’Cquation dc 
liaison presente certains avantages dans la mesure oh l’on s’intCresse uniquement B 
l’dnergie, et surtout dans 1’Ctude des mol6cules simples oh toutes les dispositions de 
valences de la sCrie inddpendante peuvent entrcr dans les calculs. Dam cc cas, en 
effet, la dCtermination de certains produits scalaircs, que nous verrons dans la suite, 
devient inutile; d’autre part, parmi lcs ClCments du dCterminant 5 rCsoudre un nombre 
plus ou moins grand sont nuls, ce qui facilite Cvidemment les cdculs. Cependant, 
dans la mCsomCrie, l’emploi de 1’Cquation sCculaire est d’un usage plus courant et la 
dCtcrmination des produits scalaires est indispensable pour le calcul de la rCpartition 
Clectronique ; voila pourquoi nous avons prCf6rC calculer nouveau les Cnergies des 
trois moldcules au moyen de cctte Cquation. 

La marche des opCrations dans l’exemple de 1’Cthane se prCsente ainsi: En nCgli- 
geant les deux Clectrons de la couche interne de chaque carbone, on obtient un systeme 
de 14 Clectrons de valence ou plus exactement de deux atomes B quatre Clectrons et 
six atomes B un seul Clectron chacun. Le nombre total des dispositions de valencc 
et par suite dcs fonctions correspondantcs que l’on peut construire est 215. Selon 
la regle bien connue de KUMER, qui reste valable ici, ce nombre se rCduit B 20, en- 
semble qui reprhsente la sCrie indbpendante de 1’Cthane. On a pu montrer cependant 
(HRW) que dans le cas particulier qui nous intCresse, le modde indiquC peut &tre 
remplacC, cause de 1’Cquivalence des hydrogenes, par un autre modele plus simple 
form6 de deux atomes B quatre Clectrons et de dcux atomcs i trois Clectrons; les 
rksultats ne sont pas modifiCs de maniere appdciable pour autant que l‘on tienne 
compte de l’interaction des hydrogenes. La sCrie indkpendante que nous utilisons 
sera reprCsentCe alors par lcs quatre dispositions : 

c D1_- 
e- 

C D 1 C  
4)4 4)l 4)2 

6 ,  CV. HEITLRR, Hell.. 38, 5 (1955). 
4)s 
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Ici A et B reprbentent les atomes de carbone, C et D trois atomes d'hydrogbe 
chacun. Les expressions algCbriques des fonctions de spin correspondantes seront 
les suivantes : 

(2) 

-4 partir de ces fonctions nous avons calcul6 les ClCments M,, du dCterminant 

(3) 

'pl == [An: [CB3i3, v3 = [AB]' [AD] [CHI [CDjz, 
cp2 = [AE!I2 [AD]* [CB;' [CU], p4 = [AI3I4 [CDIS. 

skculaire en utilisant l'expression 

oh c est l'intdgrale de COULOMB, (AB) I'intkgrale d'dchange, (rpl Vk) le produit scalaire des fonc- 
tions de spin, tab I'opCrateur d'6changc agissant sur la fonction de spin et E l'dnergie. La somma- 
t inn s'btentl sur chaqne pairc d'atorncs. 

M& = c ( V i P k ) - z ( A B )  ('&tab V k ) - & ( P i p k ) >  

On commence par calculer l'action des opCrateurs t,,, tbc, tad sur les fonctions de 
spin qk. Nous considkrons ici uniquement les interactions entre les deux carbones 
.4 et B, entre le carbone A et les hydroghnes D, entre le carbone B et les hydroghnes 
C, auxquellcs correspondent les opCrateurs mentionnb. Dcs calculs analogucs ont 
C t C  indiquCs d'une faqon dCtaillCe dans (I) pour des atomes & un seul Clectron. Ici les 
opCrations restent en principe les m&mes pour autant que Yon Ctende l'action des 
opCrateurs a tous les blectrons des atomes considCrCs. Le rCsultat obtenu comprend 
des fonctions qi appartenant ?I la sCrie indkpendante, et d'autres fonctions yi qui ne 
font pas partic de la sCrie utiliske. On r amhe  ces dernicres aux fonctions dc la sCrie 
indCpendantc en utilisant la relation bien connue 

- 
/I 

ou son Cquivalent algCbrique 
[AB] [CD; + iAC.; [DBj + I:;\D] [nC] = 0. (5) 

Les rksultats dc l'action des trois opCrateurs tab, t,, tad sur les fonctions de spin 
ql, qz. q3. q4 sont alors les suivants: 

tab (PI = 8 (PI- c) 

t b C  v1 = - 3 CpI 
tab Vz = 2 "2-4 CFs 
t b c  'Pz = - 2  Qi 

(6) 
tad 0 1  = - 3 %  tad qJ2 = - 2 %  

tab "3 = - 2 9)3- Q.4 

t b e  9 3  = 5 ~ 3 3 - 6  "2 t b c  = 12 pl4-12 v3 

tad "3 = 5 V3- Vz tad 'p4 = 12 p4- 12 9)3 

tab V4 = -4 q 4  

Went ensuite le calcul des valeurs numCriques des produits (pi pk). Dans le cas 
gknCral, qui nous occupe ici, il faut considCrer, selon (HRW), outre 1'6quation ( 5 ) ,  
la propriCtC hermitienne dcs opCrateurs, c'est-&-dire 

Ti tab Vk = v k  t a b  Q?i 
(pi tbc V k  = P k  tbc Vi 
$"i tad 'Pk = q k  tad Q?I 

Nous avons obtenu ainsi pour les produits scalaires 
q?? = 1 V i  V2 = '13 

cpg = 2/3 cp1 913 = l / 2  

Y 4  = lV15 'P1 9 4  = cps v4 = 
(pa = 

Va ~3 = 315 

v 2  v4 = 8/15 
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Pour obtenir, i partir du determinant sCculaire, la racine correspondant i l’ktat 
fondamental de la molCculc, il faudrait connaitre encore les valeurs numCriques des 
intCgrales de CouLoniB et d’Cchange des liaisons carbone-carbone et carbone-hydro- 
#he .  Or ces valeurs sont inconnues et leur calcul n’est pas simple. Dans l’approxima- 
tion de la molCcule par un systcme form6 d’atomes ayant chacun un scul Clectron, 
on admet que toutes les intCgrales de COULOMB sont Cgales entre elles et yu’il en est 
de m&me des intdgrales d’kchange; on peut alors calculer le determinant sans con- 
naitre explicitement ces intCgrales. Pour tourner la difficult6 dans le cas plus gCnCral 
des atomes ?L phsieurs Clcctrons, HEITLER~) propose d’utiliser des valeurs tides de 
l’expdrience ?L partir des donnCes de la thermochimie. I1 obtient ainsi pour les diffC- 
rentes intCgrales: Cab = 35, C, : 79, (AR) = 76, (BC) := 54 kcal. Notons que I’intC- 
grale de COULOMB C correspondant i la molCcule enti&re est dCcomposCe ici en unc 
somme dintCgrales partielles: cab est l’intbgrale de COULOhlB entre les deux car- 
bones, C, entre carbone et hydroghne. Toutes ces intCgrales sont considCrees comme 
positives et elles ont Cte calculCes i partir de la valeur 141 kcal pour la chaleur de 
sublimation du diamant. Avcc ces grandeurs nous avons obtenu pour 1’Cnergie 
E = 874,091. Cette dernihre reprCsente la somme de l’dnergie de dissociation de 
l’Cthane, 1’Cnergie d’excitation de 1’Ctat 5s des carbones et l’energie d’interaction 
des hydrogltnes. Pour les dCtails concernant ces grandeurs nous renvoyons i I’article 
de HEITLER5). 

L’Cnergie &ant connuc, on peut dCterminer la rCpartition Clectronique selon les 
indications faites en (11). ConsidCrons comme point de dCpart les fonctions anti- 
symCtriques molCculaires totales de la forme : 

oh 1 1 ~ .  nb, . . . indiquent lc nombre d’blectrons des atomes A, B, . . . tandis que n est le nombrc 
total des electrons du systkme. u,, Ub. . . . representent les fonctions propres des atomes A, B, . . . 
avec les Blectrons 1 ,2 ,3 ,  . . . . P designe les pcrmutations des Blectrons entre lcs differentsatomes. 
. I / ~ ,  est Bgal2 + 1 ou - 1 suivant que la permutation cst paire ou impaire. Les [ABIPab, [BCIpbc, . . . 
sont les expressions algdbriques des fonctions de spin oh lcs exposants indiquent le nombrc dr 
traits de valence entrc Irs atomes A et  B. etc. 

Un ensemble de ces fonctions independantes combinCes linCairement donnc la 
fonction d’approximation zCro 

ry = c1 y1+c, y,+ ...+ cr PI. 

On sait que sclon la thCorie de perturbation les coefficients ci peuvent &re calculCs 
si l’on connait 1’6nergie. Avec la valeur de 1’Cnergie indiquCe prCcCdemment nous 
avons obtenu pour 1’Cthane 

y = 0,3328 y,+~y,+O,4468 y3+0,0249 tp4. (7) 

Les ci Ctant connus on peut calculer y2 en tenant compte de la valeur des produits 

vi v k  = ‘c(qiqk) - [dab(p,itabqk) + dbc(p)itbcqk) f ()ad((YltadVk):, (8) 

oh les (vi yk), (pi tab qk) . . . sont les grafideurs utilisCes dans Ie calcul de l’Cnergie, 
tandis que K, Sah, . . . ont la signification suivante: 

Y’i Yk 

I< 7 ua2(l,  2, ...; n,) ubz(n,+l, ..., n,+nb) ... 
&I, -.= ~ ~ ( 1 ,  2, . . ., na) ub(n ,+l ,  . . . ,  na+nh) uR(na t.1. 2 ,  . .  . , nIL) 

i l b ( 1 ,  n,+2, ..., n,+nb) uCa(n.+nb+1, . . . ,  n, -nhtn , )  . . .  
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Apr&s avoir introduit dans (8) les valeurs numCriques des produits scalaires 
(vi vk) et des produits (vi ta,> qk) . . . on obtient pour le carrC de la fonction d’approxi- 
mation zCro 

yz = a,l<+ a1 fsab + ap f h c  + a, cSltd, (5)) 
oil le coefficient a,, comprend les procluits scalaircs (pi pk) multiplibs par lcs coeffi- 
cients clck correspondants, a, est le produit (pi t a b V k )  multiplie par les ci ck, etc. 
L’expression corrcspondantc dc l’bthane cst donnCe par 

y‘ == 2,1045 I<+ 3,9151 dab + 4,3593 <)be f 4,3593 dad ( 9 4  

L’intCgration de (9), dont les dCtails sont indiquCs dans (11), donnc la relation 
intermediaire (10) A partir de laquelle on obtient sans difficult6 les indices d’atomes 
et les indices de liaisons: 

a,(nauz + iibiib* . _ _  + ncuc? + ndudz) 
-1- al(2 llaUb \’ilab+ @a- 1 )  Ua’dabf  (nb- l )uddrb+n,u ,“ ’~ ,b+ndUd* .~ab)  

f az(nau2.’lbc+2 LlbUC 1/dhc+ (“b- 1 )  ubzdbe+ (“(:-I) UCznbe+n(lu,lzdbe) (1 0) 

Cctte expression est formCe uniquement de deux types de fonctions: les fonctions 
tl’atomes ua2, u,:, . . . e t  les fonctions cl’interaction des atomes uau,,, ubucr . . . Or la 
fonction ua2 par esemple n’est essentiellernent differente de zCro que dans le voisinage 
immCdiat clc l’atomc A tandis que u,u,, reprCsente un Cchange de charges respon- 
sable de la liaison des deus atornes A et €3. L’cnscmblc dcs tcrmes contenant uaX 
donne aprhs intkgration l’indice d’atome e (A) tandis que les termes contcnant uau,, 
donnent aprcs integration l’indice de liaison e (AU). Dans Ic cas de l’Cthane, vu la 
SymCtrie de la molbcule, nous avons deux indices d‘atome et deus indices de liaison 
diffCrents : 

+ aa((na- l )Un?.~an+nbUh2nad+n,11c2dad+(n, l -1)  udads(l+2 U a U d  v - - )  d a d  

n 
N 
n 

p(i1) = - - (a,na+a,(n,-l) ~ i i t h + a z n ~ A b c : + a a ( n a - l ) d l d ) ,  

e(c) = N- (a,nc+a,ncdab+ar(n,!- l)Llbc+a,ncdad). (11) 

p(A) rcprCscnte ici la charge d’un atome de carhonc, p(C) cst celle des trois atomes 
cl’hydroghcs. p (AH) correspond 5 la charge de la liaison carbone-carbone et p (BC) 
5 la charge de la liaison du carbone et des trois hydrogcnes. Les A ,  fonctions des 
distances interatomiques, ont la signification suivante : 

>’lab - j I I > ~ ( I ,  2, . . . ,  n,) ub(n ,+l ,  . . . ,  n,+nb) u , (n ,+ l ,  2, ..., n,) 
iM, 11,+2, ..., n,+nb) c ~ T ~ ~ T , , , ~ ~ .  

tandis que N est I c  facteur dc normalisation 
1v = n (a, + a1 A at, + ar .Anc + as .I +(I). 

En admcttant en premicre approximation que les nab, /Ik, . . . sont Cgales, nous 
avons obtenu A partir de (11) pour les valeurs numbriqucs dcs indiccs dc 1’Cthane 

4 + 20,081A 1 + 5,313A 
1+h,003A ’ 

1 +(i,n03/~ ’ e(Rc) 1+6,003/1 ’ 

($1) = 1+o,003/1 ’ e(CJ = 

(12) 3,721,.1 1,3XlA 
p(.\13) - 
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Ici nous avons exprim6 Ies indices e(C) et e(BC) par rapport A un seul hydro- 
g h e ,  ce qui correspond au modhle primitif de la molCcule de 1’Cthane. 

Nous indiquons encore les rCsultats des calculs de 1’Cthylhe et de I’acCtylkne. 
Le modhlc complet de l’&hylbne, form6 de deux atomes A quatre Clectrons et dc 
quatre atomes A un dlectron chacun, mhne Q une sCrie indkpendantc avec six disposi- 
tions de valences. Par suite dc 1’Cquivalence des hydroghnes, on peut traiter lc 
problhme en utilisant ici encore un modhle rCduit form6 de dcux atomes A quatre 
Clectrons et dc deux atomes A deux Clectrons. La sCrie independante que nous avons 
utilisCe sera reprCsentCe*alors par les trois dispositions : 

.I - B -1-R ___, - - (1 3 

t--- - c  L)+-.---C 

n ..-,I: ‘p1 :-!‘I (PZ (P3 

Le determinant sCculaire donne E = 702,118. La fonction d’approximation zCro est 

Pour la rkpartition Clectronique nous avons obtenu 
t+~ = vl+0,8862 c~,+O,O738 y3. 

1 + 4.7491 
p(C) = 

4 +  18,1944 
1 + 5,5374 ’ 1 + 5.537A ’ 

@(A) = - -- 

1,5834 p(BC) = 
4,7394 

e ( W  = 1Tj,j37J1 . 1 +5,537r1 ‘ 

Les indices ,o (C) et e(BC.) sont exprim6s ici aussi par rapport Q un seul hydrogknc. 
Pour l’acCtyl&ne nous avons utilisC la sCrie inddpendante 

D *-.(. 
91 V.2 

A laquelle correspondent E = 524,458 et la fonction d’approsimation z6ro 
v = v1+0,1654 y2. 

La rkpartition Clectronique est alors la suivantc : 
4 +  15,546A 1 + 3,982.A 
1+4,8824 ’ 1+418824 ’ 

@(‘V = 

1,799.4 p(BC) : 
6,166A 

e(.i\R) T 
1 + 4,8824 ’ 1 + 4,8824 

( 1  5 )  

La distribution Clcctronique obtenue Q partir de y2 represente primitivement la 
dpartition continue des Clectrons ; leur sCparation en deux classes : indice d’atomc 
et indice dc liaison, peut sembler arbitraire. I1 ne faut pas perdre de vue cependant 
que dans (10) nous avons uniquement deux types de fonctions: les fonctions d’atonies 
u,, u,,, . . . et les fonctions uaub, . . . responsables de la liaison. I1 s’ensuit qu’unc 
rCpartition des Clectrons en deux classes, en vue d’obtenir les indices d’atomes et 
lcs indices de liaisons, n’est possible quc d’une seule manike: en mettant tous les 
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termes des fonctions d’atomes dans une premibre ct les fonctions d’Cchange dans une 
dcusihme classe. On obtient ainsi pour chaque cas une rCpartition univoque, en sorte 
que les valeurs obtenues pour les differentes molCcules peuvent Ctre comparCes 
entre elles. 

11. est clair que la densit6 Clectronique doit &re la plus faible pour la simple liaison 
clc l’dthane et la plus forte pour la triplc liaison de I’acCtylbne. Or les rCsultats montrent 
quc m&me avec dcs A indCterminCes la densite de charge (indice de liaison) entrc les 
carbones augmente de I’Cthane B l’ac6tylhe. 

3,7214 
1 + 6,0034 

Ethane: e(.\H) = 

4,7394 
1 + 5 3 7 A  

Ethylhe: @(AB) - 

6,1664 
1 +T88ZA 

.\cdtyli.ne: e(.l\B) = 

I1 nons semble intCressant dc remarquer que ces diffCrences dindices sont dues 
essenticllement A la nature des dispositions de valence (l), (13), (15) utilisCes dans 
lcs calculs, le nombre d’klectrons des carbones Ctant le mCme dans les trois modbles 
considerk En ce qui concerne les valeurs des autres indices, une conclusion dCfinitive 
est prCmaturCe ; un matCrial plus abondant serait nCcessaire pour pouvoir les inter- 
preter, en particulier sous l’angle de la rCactivitC chimique. 

Dans la niCsoniCric, le calcul de 1’Cnergic et de la repartition Clectronique a CtC 
fait dans la grande majorit6 des cas pour des systbmes d’atomes ayant chacun un 
seul electron, les autres electrons, qui n’entrent pas dans les calculs, correspondant 
a des liaisons localides. Ce qui prCcbde montre que notre point de vue est different : 
on considbre la molbcule avec tous les Clectrons de valence de ses atomes, ou plus 
(.sacternelit un systbnic formi: d’atomcs A un ou plusieurs Clectrons dont toutes les 
l iaisons sont dklocalisiees. L’approximation concernant les liaisons 1ocalisCes est ainsi 
diminCe, ce qui Cvidemment e<t encore un avantage de la mCthode. 

RESUME 

La m4thode de calcul dc la r6partition dlectronique, valable pour des systbmes 
formCs d’atomes B plusieurs klectrons, a CtC appliquCe numCriquement au cas de 
l’Cthane, de l’ethylbne et de l’acCtyl&ne, en tenant compte de tous les Clectrons de 
valence. Les rdpartitions Clectroniques obtenues accusent les diffCrences qui existent 
cntre la simple, la double ct la triple liaison. 
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